ENS Cachan 2008-2009
M2 parcours MVA

Calcul des variations, Optimisation et Applications en Traitement d’image
Examen écrit, le 6 janvier 2009 & 13h30, durée 1h30

@ Rédiger Exercice 1 et Probléeme 2 sur des feuilles séparées

1 Exercice sur la fonctionnelle ROF

alculerez.

ée au sens des distributions

bmmencer par considérer le

2 Meéthode de gradient avec projection a pas variable pour une fonc-
tion quadratique elliptique

On considére la probléme de minimisation suivant :

trouver @ tel que F(4) = n’lellljl F(u), (2)
1
F(u) §<Bu,u>7<c,u>, B e RVN e RV,
U {fueRY : Au=v}, veRM rank(4)= M < N, (3)

ol B est symeétrique et définie positive (donc toutes ses valeurs propres sont strictement positives).
Soit Py lopérateur de projection sur U. On considére I'itération

ugr1 = Grlux), k=0,1,2,..., (4)
Gr(u) = Py(u—pp(Bu—c)).

1. Soit la fonction f: R, — R définie par

f(P) = maX{|1 - p/\min|a |1 - p>\max|}7

def
ou

min €6 Amax sont la plus petite et la plus grande des valeurs propres de B et Ry = {r ¢ R:r > 0}.
(
(b) Soit G = {r € Ry : f(r) = 1}. Déterminer explicitement G et donner sa cardinalité.

A

a) Pour A > 0 fixé, calculer argmin |1 — pA|. Tracer la courbe de p — f(p).
p

)

c)

Calculer

~ def .
p = argmin f(p).
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(d) Déterminer un intervalle [a,b], avec 0 < a < b tel que

pelat] = v max{f(a),f(D)} < 1. (5)

. Montrer que
11— pBll2 = f(p)-

Rappel : pour toute matrice réelle et carrée A, son rayon spectral est R(A) = max{|\;| : \; = valeur propre de A}

et Uon a ||All2 = \/R(AT A) ou AT est la matrice transposée de A.

. En étudiant |Gy (u) — Gx(v)|]2 pour u € RN, v € R montrer que
Pk € [a,b] = G} est une contraction.

Conclure quant & la convergence de l'itération donnée dans (4).

Rappel : tout opérateur de projection Py satisfait linégalité || Py(u) — Py(v)|l2 < |lu — vl2, Yu € RV et
Vv e RV,

. Si @ résoud le probléme formulé dans (2), montrer que l'itération (4) satisfait
pi € la,0] = ug —allz < 7F|luo — a2, (6)

ol v est défini dans (5).

5. Commenter le cas ou p = p, Vk > 0.

6. Dans le cas d’une fonction F convexe, coercive et C2, générale, nous avions obtenu en cours que la méthode

de gradient avec projection & pas variable vérifie

2Amin
)\2

max

pr €[d, ], 0<a<b< = Iy <1 telque |jug —all2 <FF||uo — 2,

ou @ est tel que F (i) = miII} F(u).
ue

(a) Le résultat donné ci-dessus peut-il étre appliqué au probléme (2) ?

(b) Comparer la valeur de b obtenue a la question (1d) avec b et commenter 'importance du résultat
(1d).

. Soit w € RY. Pour U définie dans (3), calculer

; in d 21z — w2
Z = arg min — ||z — W .
ngU 2 2

(a) Pour tout w € RY, déduire Py (w) pour U défini dans (3).

(b) Donner une condition assurant que Py de la question 7a est linéaire.



Corrigé

1.

1

|l

0

|

@
(b) G = {0, } et Card(G) = 2.
(C)Va,VbtelsqueO<a<b<)\ ona~y<L

2. I —pB = (I - pB)T donc
I1 = pBll2 = R(I — pB) = max {|1 = pAuminl, |1 — pAmax|} = f(p)-
3. Soit py € [a,b] alors vy < 1

1Gr(u) = Gr(v)ll2 = [|Po(u—pr(Bu—c)) = Py(v—pr(Bv—0))|2
|lu — prBu — v + pr Bvl|2

= (I = peB)(u =)z

YI(w = v)f2

IN

IA

Quel que soit py, € [a,b], Gi est une contraction donc lim ug = 4 ot Gi(4) = 4.

k—oo
4. En utilisant le fait que Gy (i) = 4, Vpy € [a,b] on a :

[Gr—1(uk—1) — Gr—1(3)||
| Pu(ug—1 — pr—1(Bug—1 — ¢)) — Py (@ — pr—1(Bi — ¢))|2

l[ur, — |

< luk—1 — pr—1Bug—1 — 4+ prp_1Bil|2
= (I = pr—1B)(ug—1 — @)|l2

< ylfur—1 — a2

< AVllugg—af2 < -

< AFluo — a2

5. Si px = p, Vk > 0, litération (4) correspond a la méthode de gradient avec projection a pas optimal.
6.
(a) Oui (évident).

(b) La borne supérieure 5 % est en général bien plus petite que la nouvelle borne . Grace a la

max max

nouvelle borne, on peut prendre des pas py plus grands.



1
7. Lagrangien : L(z,\) = §||z —w||3+ AT (Az —v) ot A € RM. On doit résoudre le systéme d’équations :
0 = z—w+ATX
0 = Az—v
Alors
0=Az — Aw+ AATN = v — Aw + AAT)

Comme AAT est inversible,
A= (AAT) 1 (Aw —v)

Alors
t=w—ATA=w— AT(AAT) Y (Aw —v) = (I — AT(AAT) ' A)w + AT (AAT) 1y
(a) Py(w)= (I —A"(AAT) " A)w+ AT (AAT) .
(b) v=0.
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Durée de 'examen : 2 heures. Aucun document autorisé.
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1 Probléme :

Dans tout I’énoncé, ||.|| désigne la norme euclidienne usuelle sur RY, et (.,.) le produit scalaire associé.
On rappelle qu'un sous-ensemble U est convexe si pour tous u, v dans U et 6 dans [0, 1], on a v+(1—0)u € U.
On rappelle aussi qu'une application ¢ : U — R est convexe si pour tous u,v dans U et 6 dans [0,1], on a :

¢(0v + (1 = O)u) < 0¢(v) + (1 — 0)o(u)

On rappelle enfin la formule de Taylor & l'ordre 1 pour une fonction F de classe C! de RY dans R :
1
Fv) - F(u) = / (VE(t0 + (1 t)u), 0 — u) dt (1)
0

Dans tout le probléme, on suppose qu’il existe a > 0 tel que F vérifie I'inégalité suivante :
(F(u) = F(v),u—v) > afu—v|? (2)
On suppose aussi qu’il existe M > 0 tel que F' vérifie I'inégalité :
IVE(u) = VE()|| < Mllv — ull 3)

1. Dans cette question (et uniquement dans cette question), on suppose que F' s’écrit sous la forme :
1
F(U) = §<A’U7’U> - <b7 ’U> (4)

avec A matrice réelle et b vecteur de RY.
Calculer VF(v) (on pourra commencer en supposant A symmétrique).
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que F donnée par (4) vérifie (2) et (3).

2. On revient au cas général pour F. Etant donnés u et v dans R™, on pose pour 6 dans [0,1] :

af(1—0)

5 Ilv—ul® = 0F(v) = (1 - 6)F(u)

$(0)=F(Ov+ (1 -0)u)+

Montrer que ¢ est croissante sur [0, 1] (on pourra utiliser (1)) . En déduire que pour tous u et v dans RY,
et 6 dans [0,1], on a :

af(1—9)

F(0v+ (1 —0)u) + 5 v —ul|?> <OF(v) + (1 — 0)F(u) (5)
3. Montrer en utilisant (1) et (2) que :
F(v) > F(u) + (VF(u),v = u) + 2 [[v = ul” (6)

4. On se donne un sous-ensemble U convexe fermé non vide de RY. On étudie le probléme de minimisation :

Trouver u € U tel que F(u) = Jg(f]F(v) (7)

Montrer que (7) admet exactement une solution.


Nikolova
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10.

. Montrer que si U = R, alors la solution de (7) est caractérisée par :

VF(u) =0 (8)

. Monter qu’en général, la solution de (7) est caractérisée par :

(VFE(u),v—u) 20 (9)

pour tout v € U.

. Dans cette question et jusqu’a la fin du probléme, on revient au cas U = RV,

On part d’un élément vy arbitraire dans RY. Supposant v, connu, on considére le probléme :
Trouver pi € R tel que F(vy — ppVEF(vg)) = in}%F(vk — pVF(vg)) (10)
pPE

Montrer que si vg n’est pas solution de (7), alors (10) admet exactement une solution.

. Si v, est pas solution de (7), on pose vgy1 = vg. Sinon on pose vgr1 = v — ppVEF (vg).

Montrer que
(VF(vrt1), VF(vr)) = 0

. En déduire que :

o
F(vg) — F(vgg1) > §||Uk- — v )?

Montrer que la suite vy, ainsi construite converge vers la solution de (7).
Comment s’appelle cet algorithme 7

Exercice :

Soit J : RN — R convere, a valeurs finies. (Rappelons qu’alors .J est Lipschitzienne.)

1.

Donner la définition de la dérivée directionnelle 6.J(u)(v) de J en u € RY dans la direction de v € RV,
Mountrer que l'application v — 6J(u)(v) est convexe, positivement homogeéne et lipschitzienne.
Peut-elle étre linéaire et dans quel cas?

. Rappeler les deux définitions de 9.J (u) — la sous-différentielle de J en u € RY et expliquer leur équivalence.
(On peut utiliser les propriétés de la fonction-pente g(t) = w pour ¢t > 0.)
Soit J : R? — R définie par J(ui,us) = |ui| + ajuz| pour @ > 0 un paramétre fixe. Calculer la sous-

différentielle de J au point (u,u2) = (1,0).
Déterminer les directions de déscente de J & partir de ce point u.
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Optimisation pour la restauration d’images
Examen écrit, durée 1h30
Sujet : Minimisation par régularisation semi-quadratique

L’usage de notes et d’autres documents est autorisé.

Pour v fixé, on considére la minimisation de la fonction F : R” — R :
T
F(u) = |Au—v|* + 8 @((|Gul), B >0, (1)
i=1

ou pour tout i, G; : R" — R, s € {1,2} (chaque G; est une matrice de taille s x n), A : R" — R" est
inversible et

e v: R, — R est convexe ;
ot —1%/2 — (t) est convexe ;
o pest C% avec ¢'(0) =0 et ¢”(0) >0 ;

o lim p(t)/t* < 1/2.

[t|—o0
Exemple de fonction : ¢(t) = /1 + ¢2.

1. Pour tout w € R’ avec s = 1 ou s = 2 on définit
1 2
Y(w) = sup § —5[lz —w|” + @(|[=]]) (2)
z€RS? 2

Vérifier s’il s’agit d’un maximum.

2. Montrer que pour tout z € R*®

o) = int {3l - wl? + vl | 0

On utilisera le fait que si une fonction f : R® — R est continue, finie, convexe, alors f = (f*)* ou la

convexe conjuguée f* de f est définie par f*(w) = sup,cg:{({z,w) — f(2)}.

3. Déterminer la fonction o : R® — R telle que pour tout z € R*, si w = o(z) alors ¢(2) = 3|z —w|* +
d([[wl]])-

On peut utiliser le fait que pour le méme couple (z,0(z)) on trouve le sup dans (2).

Dans la suite s = 1. Notons que dans ce cas chaque G; est un vecteur-ligne.

Pour commodité, introduisons la matrice G de taille r x n dont la ligne ¢ est G;.
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10.

On considere le critere augmenté F : R™ x R”

F(u,b)

|Au — v||® + ﬁz (%(qu —bi)? + (b))
i=1

= w4 GG+ 5300

ol b; désigne la iéme composante du vecteur b € R”, et sa minimisation alternée ou & l'itération k on
effectue les minimisations suivantes

Voo telque  F(uFTh R = binfg F(ur1,b) (4)
ER"
uf tel que  F(uF %) = inf F(u,b®) (5)
u€R™

Montrer que la suite F' (uk) est décroissante et qu'il existe un compact K tel que u* € K pour tout k.
Calculer explicitement b* et u”* définis par (4) et (5).

En insérant ’expression obtenue pour b* dans (5), exhiber la fonction J : R™ — R" telle que I'itération
(4)-(5) est équivalente &
uf = J(uFh.

Mettre J sous la forme J(u) = u — (H(u)) "'V F(u) et commenter cette expression.
Calculer la différentielle D.J de J.
Vérifier si pour tout u € K le rayon spectral de DJ(u) est strictement plus petit que 1.

En déduire quant & la convergence de la méthode itérative définie dans (4)-(5).
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Optimisation pour la restauration d’images
Examen Ecrit
Sujet: Méthode de minimisation d’une fonction sous contraintes inégalités

L’usage de notes et d’autres documents est autorisée. A I'exception de 2c, les réponses aux questions
de la partie I sont tres courtes. On n’a pas besoin de connaitre la méthode de Uzawa pour développer la
partie II.

On considere la résolution du probleme suivant :

trouver 4 tel que F(4) = in[f] F(u) (1)
ue
U = {ueR":h(u) <0}
h(u) = Au—-beR™ m<n, Ac R™"

ou F est une fonctionnelle convexe elliptique de constante p > 0.
(Rappel : F est C! et (VF(u) — VEF(v), u —v) > pllu—v||?, V(u,v) € R® x R™.)

I. Préliminaires

1. Commenter 'existence et 1'unicité d’une solution éventuelle @ de (1).

Rappel : le Lagrangien associé au probleme (1) est la fonctionnelle £ : R™ x R]" — R donnée par
Lu, A) = F(u) + (X, h(u)) . (2)
2. Pour A € R fixé, on dénote par uy une éventuelle solution du probleme

uy tel que L(ux,A) = infli L(u, N). (3)
ueR™

(a) Etudier l'existence d’une solution uy. En cas d’existence, étudier son unicité.
(b) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer wy.

(c) Etudier la continuité de A — uy pour A € RT".

(On peut considérer ux, correspondant & une suite A; — X et utiliser Pellipticité de F'.)

3. Pour u € R" fixé, on dénote par A, une éventuelle solution du probleme

Ay tel que L(u, ) = sup L(u, A). (4)
AERT

(a) Argumenter existence d’une solution A,.

(b) Peut-on écrire (4) sous la forme d’un probléme de minimisation convexe ?
Ecrire les conditions nécessaires et suffisantes que A, satisfait.

(Ne pas omettre que Ay, > 0.)

4. En utilisant £, donner les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un élément @ € R™ soit une
solution du probléme (1). Commenter 'importance de ce résultat.


Nikolova
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5.

6.

Par la suite, on dénote par (i, 5\) un point-selle de £ : R" x R}" — R ol £ est donné dans (2).
(Rappelons que sup inf L(4,)\) = inf sup L£(@,A).)
AGRT ueR™ u€eR™ )\eRT

Argumenter Pexistence de (@, \). Ecrire les expressions permettant de déterminer (i, ).

Montrer que pour tout p > 0, A est la projection du point A 4 ph(u) sur 'ensemble R'\".
(On peut s’inspirer de 1’équation (6) donnée dans II.)

Donner 'expression de II"?" qui est I'opérateur de projection sur R'[".

II. Convergence de la méthode de Uzawa

Partant de Ag € R arbitraire, pour tout entier k£ > 0 on calcule

up  tel que  L(ug, Ag) = iEnan L(u, Ag) (5)
Ak+1 = I (A + ph(ug)) (6)
ol 0<p< K (7)

ou K > est une constante a déterminer.

1.

2.

10.

Pour )\, donné, écrire une équation permettant de calculer u; comme défini par (5).

Montrer que [[Apr1 — Al < [[Ae — A+ pA(uy, — @)

(On peut utiliser le fait que II”" est une contraction ainsi que le résultat de 1-6.)
En utilisant le résultat précédent et 'ellipticité de F', exhiber un nombre 1 € R tel que
Ner = AP < 1A = A? =l — @l
( On peut commencer par calculer VF(uy) — VF(q).)
Déterminer K > 0 dans (7) tel qu’on ait n > 0.
Etudier la convergence de ||A; — A||? lorsque k — oo.
Conclure quant a la convergence de la suite wug.
La méthode donnée dans (5)-(7), permet-elle de résoudre le probleme (1) ? (Donner des arguments.)
Commenter les liens possibles entre (5)-(7) et la méthode de gradient avec projection.
Montrer qu'’il existe une sous-suite (Ag;);>0 qui est convergente.

Si rangA = m, montrer que £ a un unique point-selle (4, 5\)
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Optimisation pour la restauration d’images
Examen Ecrit

La durée de I'épreuve est de 3h. L'usage de notes et d’autres documents est autorisée.

1. ALGORITHME DE PROJECTIONS CYCLIQUES
Pour tout i € {1,...,m}, ot m € N, soit U; ¢ R™ un ensemble convexe, fermé et non vide, et

e

IT; : R™ — U; 'opérateur de projection sur U;. On suppose que U = m U, est non vide. Nous
f=1

fixons £1 > 0 et €3 > 0 et, partant d'un ug € R" arbitraire, nous définissons la suite (ug)gen par

vk e N, U1 = Ui + A (I, (ug) — ug)

ol £ <A <2—a2 et iy=4kmodm+]1.
(Rappelons que (k mod m) est le reste de la division entiére de & par m.)

3 (1) Montrer que, pour tout » € U, on a
Yk €N, [urpr —ul® < Jlukp — | - erea|[ i, (ur) — we?,
on ||.|| désigne la norme Euclidienne sur R", /")@A/

(Vérifier que (TT;, (ur) — wi, uk — u) < — ||, () — u]®. Noter que ux peut ne pas appartient a U;, .)

(2) En déduire que la suite (|lug — @||)ren est convergente.
[(3) Déterminer jclirr:n (TT;, (ug) — ug) et klil{.lc (ur+1 — ). [

Y, (:1) Pour tout k € N, soit £, € N tel que 0 < ¢ —k < m — 1. Calcule

Pour i € {1,...,m}, que vaut la limite de (IT;(ug, ) — I (uz)
(5) Montrer que pour tout i € {1,...,m}, nous avons klim IL; (ug) — ug) = 0.

koo
(On peut considérer les limites de (e, — ur), de (TLi(ue, ) — e, ) et de ([L;(ue, ) — ILi{ux)), o0 pour tout

k€ N, li est le plus petit entier tel que £ > k et i = £, mod m + l.)

Aire e /g
Kk Coutome
O Lont et

4 (6) Montrer que (uy)ren admet une sous-suite (uy, )jen convergente et que ca limite & = lim U,
i J—oo
satisfait & € U. (Utiliser (2) et (5).)
1 /. (7) Prouver que la suite (ug)ren converge et que sa limite est @t € U.
{A cette fin, étudier la convergence de (||ur — ii/|)Jxen dans la lumiére de (2) et (6).)
2 ' (8) Pour tout i € {1,...,m}, soit a; € R et d; € R, et
* e AP g \ s i .
oo, b calal de T6) U={ueR":{amu)<d1<i<m).
g On suppose que U # 0. Proposer comment appliquer I'algorithme ci-dessus pour calculer
un point @ € U. Déterminer les opérateurs de projection correspondants.
Ve o Que va-t-il se produire si U est vide?

2. MINIMISATION D’UNE FONCTIONNELLE

_Pouxp € R", on consideére la fonction F': R — R définie par

o
Flu)=llu—v|?+8)_ |ul.

i=1 i
i ; L S CNS dod,
‘I (1) Commenter I'existence et 'unicité de minimum de F'. s 0 \J
" el g ; ; e A e A
A ’}/E (2) Donner des conditions nécessaires et suffisantes de minimum de F. [ = °"

(3) Proposer une méthode de minimisation et justifier ce choix.

! n

-i‘fb {On peut noter que si F est de la forme Fu) = Z filug) ot fi : R = R, 1 € < n,alors F a un minimum en
p 4 =1

2 € R" si et seulement si pour tout ¢ = 1,...,n, fi a un minimum en ﬁ,-.)

" ] )
[ dout f.f’é};aur oaild Lo B }-* .z#fp,b"it e
J/_,.--" s \\
BOMM‘) ’;‘_‘Z i 4 /( fsw.—'.. L [GUJ{T Cil ﬁ‘dkffu_{ﬂ,‘{j‘&q ’ f‘.bG'PU-Ll 4 Ff.,( o
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£ —& €&y 2
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@ E.,—EB “ o (e )G ”2 = “'7*'4.4-( *a“z-f- uu;.;—a_ﬂa———; o

oo By A O B i
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0= (U U:= FueR™ :{aw) ¢d; §

T2l
Sc MQ/-U:'_ alors ﬂ;u = 90(‘4-("-'0“ de

miw HU'—'LLUZ ous o coutrocut oz, 0D = d;

v "
nu—u—-J—-(<a,_a>c{)a.'
lazl?
Ex I Mello de de. chaxocf‘l‘am P?O
LU = 0 [q{ = %
e = d,‘ % Sc U ?._ -5—
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